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 二つのグラフが与えられた時，一方のグラフがもう一方の

グラフに含まれるかどうかを判定する問題を部分グラフ同

型判定問題という．この問題は NP 完全なので，多くのグラ

フを扱う際には膨大な計算コストが必要である．Messmer ら

はグラフを，グラフの分解によって得られる特別なデータ構

造に変換後，部分グラフ同型判定を行うことによって，この

問題を効率的に解くアルゴリズムを提案している．我々はグ

ラフ分解において必ず連結グラフが生成されるようにする

ことで，より効率的に部分グラフ同型判定を行う手法を提案

する． 

 
The subgraph isomorphism problem is the problem of 

whether one graph is contained in another graph, given 
two graphs. An enormous calculation cost is necessary for 
this problem when large quantities of graphs are handled 
because it is NP complete. Messmer et al. propose the 
algorithm to solve this problem efficiently based on graph 
decomposition. We improve the Messmer’s approach so 
that connected graphs are formed in the decomposition of 
each graph. 
 

1. はじめに 
二つのグラフが与えられた時，一方のグラフがもう一方の

グラフに含まれるかどうかを判定する問題を部分グラフ同

型判定問題という．部分グラフ同型判定は，パターン認識や

コンピュータビジョンなどの情報学の分野の他，化学や生物

学などの様々な分野において，広く応用されグラフマッチン

グとも呼ばれる．しかし，この問題は NP完全なので，多く
のグラフを扱う際には膨大な計算コストが必要である． 
 関連研究としては，検索範囲を著しく減少させる手続きで

ある，バックトラックに基づくアルゴリズムが Ullmann [2]
によって提案されている．グラフ同型性と，部分グラフ同型

判定の両方のためのアルゴリズムであり，今日まだ正確なグ
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ラフマッチングとして一般に使われるものの 1つである．さ
らに，グラフをカノニカルなフォームに変形してから同型を

判定する Nauty algorithm[3]がある．VF[4]は，グラフ同型，
およびサブグラフ同型判定手法で，複雑で大きなグラフを扱

うことができる． 
Messmer ら[1]はグラフ集合を，グラフの分解によって得
られる特別なデータ構造に変換後，部分グラフ同型判定を行

うことによって，この問題を効率的に解くアルゴリズムを提

案している．この論文では，Messmer らのアルゴリズムを
元にした，より効率的な部分グラフ同型判定の手法を提案す

る．グラフ分解を利用したアプローチは，例えば画像データ

データベース中の各画像が，必要な複数の特徴を持っている

かを調べるといったような，多くのデータに対して同じ問い

合わせを繰り返す必要のある処理に有効である． 
 
2. 提案手法の概要 
2.1 Messmerらの部分グラフ同型判定手法 
 グラフの集合 G1,…,Gn が与えられた時，それらがグラフ

GIに含まれるかどうかを判定する問題を考える．本稿では，

G1,…,Gnをモデルグラフ，GIを入力グラフと呼ぶことにする．

単純な方法としては，例えば Ullmanのアルゴリズムを利用
して各モデルグラフに順次入力グラフをマッチする等が考

えられるが，この問題は NP完全であり，大量のグラフを扱
う際には膨大な計算コストが必要である． 
 Messmer らはこの問題を解くため，以下のようなアルゴ
リズムを考案した．入力グラフを個々に各モデルグラフとマ

ッチングする代わりに，まずモデルグラフ G1，G2を，図 1
に示すように分解する．あるグラフ Gi（又は Si）を分解する

際，それ以前の分解によって生成されたグラフの中に，グラ

フ Giに含まれるグラフ（部分グラフ）があれば，Giをその

部分グラフとそれ以外の部分に分解する．そのような部分グ

ラフがなかったらランダムに分解する．図 1 では，G1がラ

ンダムに分解され S1と S2が生成される．更に S1は分解され

S5と S6が生成される．G2の分解では，G2の部分グラフ S3

が発見され，G2は S3と G2から S3を引いたグラフ S4が生成

される．それから，入力グラフ GI と部分グラフをマッチン

グして，最終的に完全なモデルグラフとの部分グラフ同型を

検出する．この方法による利点は，分解によって得られた異

なるグラフに複数回現れる部分グラフ（例えば図１の S3）が，

入力グラフとマッチングされるのは一度だけであるという

ことである． 
 この方法は 2つのパートからなる．まずモデルグラフが分
解されるプロセスで，得られた部分グラフは図 1のような特
別なデータ構造で表される．次のプロセスで，前プロセスで

生成されたデータ構造で表されたモデルグラフと入力グラ

フをマッチングする． 
 Messmer らの手法の欠点は，モデルグラフを分解する際
に，枝が切られ，連結ではない部分グラフが生成されること

である．それによって計算コストが非常に増加してしまう．

詳しくは次の 2.2章で述べる． 
2.2 グラフ分解方法の改良点 
 Messmer らのアルゴリズムは，グラフの分割において切
られる枝について考慮していないので，たくさんの枝が切ら

れたり，連結ではない部分グラフが生成される可能性がある． 
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図 1 Messmerらの方法 

Fig.1 Messmer’s approach 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 2 枝がないモデルグラフに対する部分グラフ同型判定 
Fig.2 Subgraph isomorphism for model graph with no 

edge 
 

このような部分グラフが生成されると，部分グラフ同型判定

に要する計算コストが非常に増加してしまう．特に疎なグラ

フは枝が少ないので，このような現象が起きやすい． 
例を図 2に示す．丸の中のアルファベットは頂点のラベル

で，入力グラフGIの頂点の横にある数字は頂点の IDである．
分解されたモデルグラフの部分グラフ S1,…, S5の横の{ }で
囲まれた数字は，割り当てられた入力グラフ GIの頂点の ID
である．上の図は，枝を持たない 3つの頂点だけからなるグ
ラフS1の分解例である．まずS3は頂点のラベルが cなので，
GIにおいてラベルが cである IDが 5,9の頂点が割り当てら
れる．同様に S4は頂点のラベルが aなので GIの ID3,6の頂
点が割り当てられ，S5は頂点のラベルが bなのでGIの ID1,7
の頂点が割り当てられる．S2 は枝がないので，GI において

割り当てられた頂点の間にも枝がなければ必ず部分グラフ

である．GIの ID5,9 の頂点と ID3,6 の頂点の間には枝がな
い．よって S2は 4 通りの割り当てができる．さらに，S1に

は枝がなく，GIの ID5,3,6,9の頂点と ID1,7の頂点のそれぞ
れの間にも枝がないので 8通りの割り当てが生成される．実
際は，より頂点の数，モデルグラフの個数が多いので，非常

に多くの割り当てが生成されてしまうことがある． 
グラフ Gを分割する際，Messmerらの方法では(1)今まで

の分解で生成されたグラフの中で最大の部分グラフ Smaxと，

G－Smax（G と Smaxの差異）に分割，(2)ランダムに分割，
の二つの分け方がある．我々の方法では，この両方の場合に

おいて，分解された部分グラフが必ず連結グラフになるよう

にする．(1)では，G－Smaxが，連結グラフになるような Smax

をとり，(2)においては，Kernighan/Lin アルゴリズムに，
分解されたグラフが必ず連結グラフになるという条件を加

えた分解方法で，切られる枝が少なく，かつ分解されたグラ

フが連結グラフになるようにする． 
 
3. 提案手法 
以下では，例を用いて提案手法を説明する． 

3.1 モデルグラフ分解 
 図 3にモデルグラフ G1，G2の分解と入力グラフ GIを示
す．ここでは枝のラベルは省略する．モデルグラフは G1と
G2 である．グラフの頂点の中のアルファベットは頂点のラ
ベル，モデルグラフの G1 と入力グラフ GI の頂点の横の数
字は，説明のために用いる頂点の ID である．グラフの横の
Diは，Giの分解によって生成されたデータ（分解データ）で、

Di=(Gi,S1,S2)で定義される．ここで，S1，S2は Gi の分解に

よって生成されたグラフである．Diの iは，Diが分解データ

集合 Dに入れられる順を示す． 
 はじめは D=φなので G1は Kernighan/Linアルゴリズム
で分解される．例えば，（実際にはすべての可能な分解につ

いて考えるが）G1を(1) S1={1,2,3}，S2={4,5}， (2) S1={1,4}，
S2={2,3,5}，(3) S1={3.5}，S2={1,2,4}の 3つの場合に分解する
ことについてだけを考える（｛ ｝の中の数字は G1の頂点の
ID）．まず，Kernighan/Lin アルゴリズムによって，G1 を
頂点の数が同数（奇数個ある時は，k個と k+1個）になるよ
う分解し，かつ切られる枝の個数を最小にするような場合を

選択する．切られる枝の個数は，(1)は 3個，(2)と(3)は 2個
なので(2)，(3)を選択する．次に，(2)は連結グラフではない
ので(3)のように分割し，図のようになる． 
 さらに G1 は分解されて，頂点 1 つになったとき初めて
Diが Dに入れられる．ある分解データ Diの Giを頂点一つに

なるまで分解することによって生成されたすべての分解デ

ータが Dに入れられてから，その分解データ Di自身が Dに
入れられる（例えば，D4，D5，D6，D7が Dに入れられてか
ら D8が入れられる）． 
 G2の分解を考える．まず，G2の Smaxを探す（G1を分解
している時も，D≠φの時点から Smaxを探している）．探す

順番は D1，D2，D3,…である．しかし，頂点が 1つから成る
グラフは Smaxとはみなさない．G3は部分グラフではない．

G8は部分グラフであるが，G2－G8が連結グラフではないの

で Smaxではない． G7は部分グラフで，G2－G7が連結グラ

フなので Smaxである．G9は部分グラフではない．G2を分解
する時点でDに格納されている分解データDiはD9までなの

で，Smaxは D7の G7となり，G2は G7と G2－G7に分割され

る．G14 は分解データ集合 D に Smax がないので，

Kernighan/Lin アルゴリズムによって分解される．G2 はさ
らに分割され，図 3のようなデータが生成される． 
3.2 部分グラフ同型判定 
 図 3を用いて例証する．分解されたそれぞれのグラフの横
の{ }内に，割り当てられた頂点が示されている．頂点が割り
当てられない場合，又はそれまでの計算から判定可能で計算

不要の場合は“dead”が示されている． 
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図 3 モデルグラフの分解と部分グラフ同型判定 

Fig.3 Decomposition of model graphs and the subgraph isomorphism detection 
 

Diの i=0,1,2…の順に部分グラフ同型判定をする．G1のラ 
ベルは aなので，入力グラフのラベルが aである頂点{4},{5}
が割り当てられる．G2も同様にして頂点{1},{2}が割り当てら
れる．G3 は入力グラフの部分グラフではないので“dead”
である．ここで G3を含んでいる G9も必ず部分グラフにはな

らないので“dead”である． 
次に G4，G5，G6にそれぞれ{1},{2}と{3},{6}と{4},{5}を割り
当てる．G7は G5と G6に割り当てられた頂点を結合して部

分グラフになるものを選ぶ．G7 の頂点の間には枝があり，

GIの ID3と ID4，ID3と ID5，ID6と ID4の頂点間にも枝
があるので，G7には{34}(G5の{3}と G6の{4}を結合しそのま
ま並べて示す)，{35}，{64}が割り当てられる．G8は G4のラ

ベル b の頂点と G7のラベル a の頂点の間に枝があるが GI
にはないので部分グラフではなく“dead”になる．G9 は

“dead”であるので計算不要である．同様にして G10 から

G14まで計算する．G15は G7と G14を結合する．G7と G14

の間で同じ頂点 ID が割り当てられていない組み合わせは
{64}と{135}だけである．G15においてG7とG14の間には，ID4
と 3 が割り当てられた頂点の間にだけ枝がある．GI におい
ても，{64}と{135}の間にある枝は ID3 と 4 の頂点の間だけ
である．よって，G2 に{64135}が割り当てられ，G2 は入力
グラフ GIの部分グラフであることがわかる． 

 
4. 性能評価実験 
 Messmer らのアルゴリズムと我々のアルゴリズムを比較
した．一つのグラフの平均頂点数，50 個のときのモデルグ
ラフの個数を変化させたときに，モデルグラフの分解，およ

び部分グラフ同型判定をするのに要した処理時間を測定し

た． 
 4.1 実験環境 
 Pentium(R)4プロセッサ 3GHz，メモリ 1GB，OSとして
Windows XPを搭載した PCを使用し， Visual C++を使用
して開発を行った．実験で使用するグラフデータは，蔵持ら

の開発したグラフ生成ソフトウェアを利用した． 

4.2 実験結果 
 図 4，5は，グラフ集合に含まれる一つのグラフの平均頂
点数と，それらをグラフ分解，部分グラフ同型判定をするの

に要する時間との関係を示している． 
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図 4 平均頂点数とグラフ分解に要する時間 

Fig.4 Average number of vertices of graphs and 
processing time for their decomposition 
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図 5 平均頂点数と部分グラフ同型判定に要する時間 
Fig.5 Average number of vertices of graphs and 

processing time for the subgraph isomorphism detection 
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提案手法は一つのグラフの平均頂点数が増えるにしたがっ

て，処理時間もなだらかに増加するが，Messmer らの方法
では一つのグラフの平均頂点数が 50 個から急激に増え，50
個以上では測定不可能（使用可能なメモリ量を超えたため）

となった．Messmer らの手法では，一つのグラフの平均頂
点数が50個以上では図2のような枝がない分解が生成され，
急激に処理時間が増加したと考えられる．メモリオーバーと

なったのは，割り当てられた頂点のデータが大きすぎたため

である． 
図 6，7は一つのグラフの平均頂点数が 50個におけるモデ

ルグラフの数と，それをグラフ分解，部分グラフ同型判定す

るのに要する時間との関係を示している． 
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図 6 平均頂点数が 50個におけるモデルグラフの個数と，

モデルグラフの分解に要する処理時間 
Fig.6  Number of model graphs whose average number 

of vertices is 50 and processing time for their 
decomposition 
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図 7 平均頂点数が 50個におけるモデルグラフの個数と，

部分グラフ同型判定に要する処理時間 
Fig.7  Number of model graphs whose average number 

of vertices is 50 and processing time for the subgraph 
isomorphism detection 

 
図 6，7においてモデルグラフの個数が 100を越えると測定
不可能（使用可能なメモリ量を超えたため）であった．提案

手法は，平均頂点数が増えても処理時間が急激に増加するこ

とはなく処理を行った． 
 これらの実験結果から，提案手法により，Messmer らの
手法において枝がない分解が生成され，頂点の割り当てが急

増する問題を解決し，より大規模なグラフを扱えるようにな

ったことが分かる． 
 
5. まとめと今後の課題 

Messmer らのアルゴリズムを元にした，より効率的な部
分グラフ同型判定の手法を提案した．グラフを分解する時必

ず連結グラフになるようにすることによって，Messmer ら

の手法における問題を解決した．頂点数が多いグラフにおい

て我々の手法が有利であることが示された． 
今後の課題は，代表的な部分グラフ同型判定アルゴリズム

VF と我々の提案手法を比較することである．更に，部分グ
ラフ同型判定のステップにおいて，入力グラフがモデルグラ

フに含まれるかという問題を扱えるよう拡張することを考

えている．  
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