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有向グラフ上の最短経路問題に対
する効率的な索引付け
Scalable Indexing for Reachability Problem
on Directed Graphs
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本研究では，有向グラフ上の任意の２ノード間の距離を高速に
計算できる規模耐性の高い索引構造を提案する．本研究で提案す
る手法は，有向グラフ上の最短距離計算として，ノード間の距離
計算の結果をあらかじめ隣接行列に格納しておく方法がある．し
かしながら，この方法では時間計算量と領域計算量の両方のコス
トが高く，大規模なグラフ構造に適用する事は困難である．そこ
で本研究では，一般の有向グラフに適用可能な距離計算のための
ラベル付けを提案し，その有効性を実験により検証する．特に，
XMLデータにおいて，前処理に必要な主記憶量，計算時間およ
び索引サイズを示す．

We propose an efficient algorithm which reports the
length of a shortest path between any two nodes of a
directed graph in constant time. In usual method, we
can obtain the constant time response for any query
in this problem by using an adjacent matrix for the
graph. However, this method requires huge memory
space and it is difficult to apply it to lage database. So
we introduce more practical method for this problem
and evaluated the efficency by experiments.

1. はじめに
本研究では，有向グラフのラベル付けを応用した任意の 2ノー

ド間の最短距離を高速に計算する索引付けを提案する．XMLデー
タは，リンク構造をグラフの有向辺と見なすことで順序木や有向
グラフと同等である．そこで，半構造データ上の問い合わせ言語
において，任意のノード間の先祖子孫関係を高速に判定する技術
が提案されている．本研究では，そのようなラベル付けを拡張し，
比較的大規模なデータに対して，ノード間の距離すなわち最短の
経路長を実用的な時間で計算できる手法を提案する．本研究では
有向グラフ全体を対象としている．有向グラフGに対するある全
域木 T を求めたとき，G∩ T の辺を T によって定まる Gの実辺，
それ以外の G − T の辺を参照辺と定義する．

1.1 最短経路問題
グラフにおける最短経路問題は，グラフ Gが与えられたとき，

ノード u, v の条件によって次のように分類される．

1. 単一始点最短経路：固定された v からの最短経路

2. 単一点対間最短経路：固定された (u, v)間の最短経路

3. 全点対間最短経路：すべての (u, v)間の最短経路
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ここではじめの二つの問題に本質的な違いはない．本研究で取
り扱うのは最後の問題であり，1質問あたり定数時間で答えを得
る手法として，あらかじめすべての組み合わせに対して値を計算
して表の形式で保存しておくダイクストラ法を応用したものが提
案されている [5]．
ところがこれらの手法は，ダイクストラ法を素朴に実行した場

合は O(n2m)時間かかり，巧妙なデータ構造で改善した場合でも
O(n2 log n + nm)時間かかる．また，表の形式で値を保存するた
め，領域は常に Ω(n2)である．ここで，nはグラフのノード数で
ありmは辺数を表す．本研究の手法では，要求された距離を定数
時間で得ることをあきらめて，より大規模なグラフに対しても実
行可能な距離計算のためのラベル付けを行う．

1.2 グラフのラベル付け
有向グラフGが木構造であるとき，各ノードに対して前置順と

後置順による順位付けを考える．あるノード v の前置順および後
置順による順位をそれぞれ pre(v), post(v) とする．このとき，整
数の組 (pre(v), post(v))は，以下の性質を満たす．
木の任意のノード u, v に対して，pre(u) < pre(v) かつ

post(u) > post(v) であるときまたそのときに限り u は v の先
祖である．また (pre(u), post(u))は (pre(v), post(v))を包含する
という．
このような性質を満たすラベルを範囲ラベルと呼ぶ．この範囲

ラベルを使う事で実辺上の先祖子孫関係かどうかを判定できるが，
参照辺を介した先祖子孫関係については判定できない．
一般には，有向グラフに対する無矛盾な範囲ラベルは存在しな

いため，有向グラフの到達可能性の判定には別の手法が必要であ
る [13]．そこで，この範囲ラベルに加え，次のように 2Hopラベ
ルをつける．2Hop ラベルとは一般の有向グラフに対する到達可
能性を判定する手法である．
有向グラフ G = (E, V )の各ノード v ∈ V に対して，ラベルの

集合 vin, vout ⊆ V を決めたとき，L(G) = {(uin, uout)|u ∈ V }
を Gの 2Hopラベルという．このとき，任意の u, v ∈ V に対し
て，uから vへ到達可能⇔ uout ∩ vin ̸= ∅であるなら，そのよう
な L(G)を Gの 2Hopカバーという．
以降では，2Hopカバーの条件を満たすL(G)のことを単に 2Hop

ラベルと呼ぶことにする．各ノードがなるべく小さい数のラベル
を持つような，到達可能性を判定するための索引として都合がよ
い．しかし，与えられた有向グラフに対して，最小の 2Hopラベ
ルを計算する問題は NP困難である．
その他，効率的なグラフのラベル付け手法として，R2Hop[14]

が知られており，本研究の DR2Hopはこの手法に基づいている．
R2Hopは，有向グラフ G = (V, E)を強連結成分分解した非巡回
グラフ G′ に対し，深さ優先探索で全域木 T を計算することで T
に範囲ラベルを設定する．T に対しては通常の範囲ラベルが計算
可能であるが，それ以外のノードの到達可能性に対してのみ 2Hop
ラベルを計算することで，全体のラベルサイズを抑えている．

1.3 提案手法
本研究では，有向グラフ上の全点対間最短経路問題にグラフの

ラベル付けのための手法を応用し，距離計算を高速かつ省スペー
スで実現する索引付けを提案する．特に，疎なグラフに対しては
ほぼグラフのサイズ (辺数)に比例する時間で索引付けを実行でき
る．本提案手法では，O(n2)サイズの領域が必要ないため比較的
大規模なグラフに対しても妥当な時間と領域で索引を構築可能で
ある．
本研究で提案する手法は，範囲ラベルと 2Hopラベルを組み合

わせた R2Hop を応用した手法である．まず，与えられた有向グ
ラフ Gに対して，深さ優先探索などの標準的な手法で Gの全域
木を求めて，その全域木に対する範囲ラベルを計算する．このと
き，範囲ラベルとして木の深さも持たせることで，木の先祖子孫
間の距離が計算できる．そして，範囲ラベルで判定できないが互
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アルゴリズム DRVOUT (G)
入力：連結な有向グラフ G = (V,E)とその全域木 T

出力：任意の v ∈ V に対するラベル vout

(1) T を vから深さ優先探索する

(1-1) vが被参照ノードならば先祖へ幅優先探索:
uをカレントノード,
iを vから uまでの幅優先探索による距離とし,
uが以下の (a),(b),(c)すべてを満たすならば

uout ← uout + {(v : i)}とする
(a) v ̸∈ uout

(b) vの先祖かつ，uから vの実辺距離が k > i

(c) u ̸= v

(1-2) vからの深さ優先探索に戻る

(2) vout を出力

図 1. vout 構築アルゴリズム

Fig. 1. Algorithm for vout

いに到達可能な関係にあるノードに対して 2Hopラベルを計算し，
そのラベルにも距離を持たせる．ただし，到達可能性の判定では，
ある二つのノードが共通のラベルを持つだけでそれが判定できた
のに対して，最短経路問題では，ノードラベルとして常に最短の
距離を与えるものを保証しなければならない．そこで，ダイクス
トラ法を部分的に適用することでこの問題を解決する．本研究の
索引付けは，大規模な表を必要としないため，実データにおいて
は主記憶量，前処理時間および判定時間に対する効率がよいこと
が実験によって示される．

2. 提案手法による効率的な距離計算

2.1 DR2Hopのラベル構築アルゴリズム
本研究で提案する最短距離計算は，グラフの全域木 T の各ノー

ド vに深さ情報を持たせる事と vout内の各ラベル uに vから uま
での距離 iを付加させる事により実現される．この最短距離計算
に必要な vout のラベル構築アルゴリズムと最短距離の計算アルゴ
リズムを示す．なお，距離計算に必要なもう一方のラベル vin の
構築は，[14]で提案された手法をそのまま用いる．すなわち，あ
るノード v のラベル vin とは，全域木における v の先祖である被
参照ノード全体の集合である．
図 1 に vout 構築アルゴリズム，図 2 にその動作例を示す．本

手法で構築する vout のラベルの集合は，v の子孫の全ての被参照
ノード (実辺パスのみで辿れる，かつ，実辺パスの方が距離が短い
ノードは除く) の集合である事を意味している．本手法では，グ
ラフ内の各被参照ノードを始点に幅優先探索によりラベルと距離
を付けしているので，ラベル内の距離情報は最短距離であること
を保証する．nはノード数，ℓは被参照ノードの数，mは辺の数
とした時，本手法では，1ノードあたりの vout の最大ラベル数は
ℓ であり，ラベル付けは各被参照ノードごとにグラフの辺を巡回
しながら追加していくので，vout 構築にかかる時間計算量と領域
計算量はそれぞれ O(ℓm)と O(ℓn)である．
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図 2. DRVOUT (G)の動作例

Fig. 2. An example run of DRVOUT

2.2 最短距離計算方法
次に，距離計算についての説明とその計算アルゴリズムを提案

する．任意のノード v，u が実辺上で先祖子孫関係の場合，この
実辺パスの距離を計算は，それぞれの木における深さを用いる．
そして，この 2つの深さの差をそのまま距離とみなせる．任意の
ノード v，u が参照辺を通り到達可能な場合は，距離情報付きの
2Hopラベルで距離計算を行う．(w : i) ∈ vin ∩ uout の場合，こ
れは u から距離 i 先にある w を経由して v に到達可能であるこ
とを示している．

1. u から w までの最短距離が i であることは，vout アルゴリ
ズムで保証されている．

2. vin は，v の先祖でかつ被参照ノードの集合であるので，w
と vは全域木における先祖子孫関係があり，その距離は深さ
の差で計算できる．

よって，uから v までの距離は，上記いずれかの小さい方の値
として計算可能である．深さの差と距離情報付き 2Hopラベルで
の距離計算の例を図 3で示す．
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図 3. 2ノード間の距離計算

Fig. 3. A computation of the distance of two nodes
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図 4. 最短経路の保証：実辺だけを辿る経路と参照
辺を辿る経路のそれぞれの最小値を求めることが可
能であるので，全体として最短の経路を計算できる

Fig. 4. The guarantee of the shortest path

2.3 最短距離の保証
ノード vの持つ vin 内のラベル uは，vと uが実辺のみで接続

されていることを意味するので，v − u間の実辺経路の距離は全
域木の深さで計算できる．そして，vout 内のラベル u′ と対になっ
ている距離の値は，アルゴリズム DRVOUT (G) の幅優先探索に
より，v − u′ 間の最短距離を保証している．ノード v の持つ vout

は，v から参照辺を介し到達可能な被参照ノードのラベルをすべ
てを持っている (ただし，実辺のみでも到達可能でかつ，実辺の
みの経路の距離が短い場合は除く)．これらの事実から，本手法に
よる計算が最短距離を計算することを示す．
ノード v, uの最短距離を以上の手法で計算したとき，この距離

が最短でないと仮定する．最短でない場合とは，求めた経路 pよ
りも短い経路 q でたどり着けることである．この時，q が実辺の
みの経路でない事はあきらかであるので，q は参照辺を少なくと
もひとつは通る経路である．参照辺を通る経路は必ず被参照ノー
ド xを経由するので，vの vout には xが含まれる．しかし，参照
辺を通る経路の距離は幅優先探索による計算ですでに得られてお
り，その最小値と全域木における経路の距離の比較がすでに行わ
れているので，xを経由した経路 q が最短距離になるという事は
ありえない．したがって，求めた pの距離が 2点間の最短距離で
ある．図 4にこの証明の概略を示す．

3. 実験
本研究で提案する手法の有効性を実験によって確認する．使用

したデータは，XMark [16]によって生成した 3つのXMLデータ
(503KB,1026KB,3044KB)である．実験環境は，Celeron 3.2GHz，
992MBメモリ上のWindowsXPであり，参照辺を含む XMLの
DOM 木を C++による双方向リストで実装した．実験は，本手
法における前処理時間および最短距離を判定する時間を測定した．
また，HOPI [15]，強連結成分分解によって巡回を無くしたグラフ
に対する R2Hopラベル付け手法 [14]（以下 (scc)R2Hop），巡回
を含んだまま R2Hopラベル付けする手法の 3手法を実装し，前
処理時間や平均ラベル数などの比較を行った．ただし，この 3手
法は到達可能性を判定できる距離計算はできない．
表 1に，使用した XMLデータの基本的な情報と，提案手法で

得られた 2Hopラベルのサイズを他の 3手法のものと比較した結
果を示す．ノード数とはXMarkを巡回グラフで表したときのノー
ド数を表す．XMarkでは，全体のノードのおよそ 3.5%が被参照
ノード (すなわち 2つ以上の親を持つノード)である．
平均ラベル数は 1 ノードあたりの 2Hop ラベルの個数を表す．

提案手法は HOPIと (scc)R2Hopにはラベル数で劣っている．し

表 1. データの概略と各手法のノードサイズ比較
Table. 1. Outline of data and comparison of node size

サイズ ノード数 被参照 手法 平均 最大

(KB) ノード数 ラベル数 ラベル数

[15] 4.87 469
503 7526 267 [14] 1.68 116

(3.6%) R2Hop 20.81 –
提案手法 20.81 263

[15] 4.78 723
1026 14974 525 [14] 1.65 217

(3.5%) R2Hop 44.05 521
提案手法 44.05 521

[15] 4.57 1811
3044 44170 1546 [14] 1.67 699

(3.5%) R2Hop 148.68 –
提案手法 148.68 1543前処理時間の比較

543446 20686719331 3056166431618437 313702441596100100010000100000
503KB 1026KB 3044KB[ミリ秒] HOPI(scc)R2HopR2HopDR2Hop

図 5. 100万回の判定の実行時間

Fig. 5. Computation time for 1M queries

かし XML データをそのまま表現したグラフに対しての R2Hop
と比べると，ラベル数は変わらないにも関わらず最短距離計算の
機能を追加できている．この要因のひとつとして，XMarkにおい
ては，あるノード xからあるノード yへと参照辺を通過して到達
する経路があったとき，xが y の実祖先である可能性が極めて低
いことが挙げられる．オーダ表記では差が見えなくとも，平均ラ
ベル数・最大ラベル数は判定時間と強い相関関係があるので，実
際のラベル数の差が判定時間の差となると考えられ，後で示す測
定結果からもそれが正しいことが分かる．巡回を含むグラフに対
する R2Hopと提案手法のラベル数の増加が大きいのは，データ
サイズの増加に伴って大きくなる巡回経路上のノードがすべて等
しく vout のラベルを持つためである．
最後に，提案手法と他 3手法における前処理時間と，判定時間

の比較結果を示す．図 5は，ランダムに生成した 100万組のノー
ドに対する到達可能性判定 (提案手法については最短経路判定)時
間を測定した結果である．ラベル数に違いがないが，実行時間で
提案手法の方が R2Hopよりもわずかに時間が掛かっているのは，
R2Hop が 2 ノード間に到達可能な経路を発見した時点で処理を
終えて良いのに対し、提案手法は最も距離数の少ない経路を探す
ために最後のラベルまで追っているためと考えられる．
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Fig. 6. Comparison of preprocessing time

図 6は提案手法と他 3手法の前処理時間の比較結果である．提
案手法の前処理時間は，503KBおよび 1026KBのとき R2Hopの
2倍以内，3MBのとき HOPIおよび R2Hopの時間の 2倍以内に
収まっている．この結果より，本研究で提案する R2Hop に距離
情報を持たせたラベル付け手法は，2点間の最短距離を計算でき
ない従来の手法に比べて妥当な速度で構築することが結論できる．

4. おわりに
本研究では，比較的大規模で疎なグラフ構造を持つ XMLデー

タに対して，前処理によって 2 点間の最短距離を計算するアル
ゴリズムを提案した．実験では，HOPI と本手法の基礎となる
(scc)R2Hopと巡回を含むグラフへのR2Hopとを比較した．本手
法では，強連結成分分解をしない場合，ラベル数や判定時間が増
加したが，妥当な計算時間で最短距離に対するラベル付けが可能
であることが確認された．今後は，本手法を応用したパターン発
見等の枠組みを提案することが課題である．
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